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3a Série de Exerćıcios

1. Considere uma caminhada unidimensional aleatória isotrópica numa
rede de N śıtios com condições de contorno periódicas. A part́ıcula
está na origem no instante inicial.

a) Mostre que a probabilidade de que a part́ıcula esteja na posição n
após ℓ passos é dada por

Pℓ(n) =
1

N

∑

k

(cos k)ℓeikn,

com k = 2πj/N , j = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

b) Transformando a soma acima numa integral sobre k, mostre que no
limite ℓ ≫ 1 a distribuição de probabilidades é dada por uma gaussiana,
ou seja

Pℓ(n) ≈ (2πℓ)−1/2 exp(−n2/2ℓ).

2. Uma cadeia é constituida por uma sucessão de três tipos de átomos (A,
B e C). Dois átomos de um mesmo tipo nunca são primeiros vizinhos.
Um átomo B sucede um átomo A com probabilidade 1/3 e um átomo A
sucede um átomo B com a mesma probabilidade. Um átomo A sucede
um átomo C com probabilidade 1.

a) Construa a matriz estocástica que descreve este modelo.

b) Obtenha a probabilidade de cada átomo P (A), P (B) e P (C) no
estado estacionário, bem como as probabilidades dos posśıveis pares de
átomos primeiros vizinhos neste mesmo estado.

c) Usando o método algébrico, determine a probabilidade de cada
átomo ser encontrado no instante ℓ, dado que no instante inicial temos
P0(A) = 1 e P0(B) = P0(C) = 0. Mostre que as probabilidades tendem
aos valores estacionários no limite ℓ → ∞.
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3. Use o método da função geratriz para determinar a solução da equação
mestra correspondente ao modelo das urnas de Ehrenfest.

4. A matriz de evolução associada a uma cadeia de Markov de um sistema
de dois estados é dada por

W =

(

−b q
b −q

)

.

Assim, a taxa de transição de processo 1 → 2 é b e a do processo inverso
é q.

a) Determine as potências W ℓ e obtenha as matrizes eWt e (zI−W )−1.
Com essas matrizes, determine o vetor probabilidade P (t) e sua trans-
formada de Laplace P̂ (z), adotando como condição inicial

P (0) =

(

p1
p2

)

.

Determine P (∞) diretamente e também a partir da transformada de
Laplace.

b) Trate o modelo de forma perturbativa usando W = W0 + λV , com

W0 = b

(

−1 1
1 −1

)

,

V =

(

0 1
0 −1

)

e λ = q − b. Obtenha o vetor de probabilidade estacionário P como
série de potências em λ. Some a série e compare com o resultado do
item a.

5. Considere uma extensão do modelo do votante majoritário na rede
quadrada. Um indiv́ıduo no śıtio i pode agir de forma independente
dos seus vizinhos com probabilidade p e com a probabilidade comple-
mentar 1 − p ele segue a regra usual do modelo. Assim, com proba-
bilidade p o indiv́ıduo escolhe com igual probabilidade umas das duas
opiniões posśıveis, e em caso contrário ele segue a maioria dos seus
vizinhos com probabilidade 1 − q e a minoria com probabilidade q.
Considerando a aproximação de campo médio simples, escreva a taxa
de transição ωi(σ), e determine a equação diferencial para a evolução
da magnetização por spin. Ache a solução dependente do tempo m(t),
assim como a solução estacionáriam∗. Você deve verificar que o modelo
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ainda exibe a transição de fase ordem-desordem, e então determine o
expoente cŕıtico β e compare esse expoente com o valor obtido no mod-
elo do votante majoritário original. Encontre também a dependência de
qc com p, verificando se o valor qc = 1/6 é recuperado para p = 0. Para
quais valores de p a transição deixa de existir? Considerando todos os
seus resultados, faça um esboço do diagrama de fases do modelo no
plano qc contra p. Qual a natureza das fases que esse diagrama separa?

6. Considere o processo de contato com uma taxa adicional de criação
espontânea de part́ıculas h.

a) Escreva a equação mestra para o modelo.

b) Obtenha a equação para a densidade de part́ıculas ρ na aproximação
de campo médio de um śıtio.

c) Obtenha ρ(λ, h) no estado estacionário, construindo o gráfico de ρ(λ)
para alguns valores pequenos de h.

d) Considere ρ(λ = λc, h) para valores pequenos de h e obtenha o
expoente cŕıtico δ na aproximação de campo médio. Observe que se
trata do expoente δ estático, ou seja, o que corresponde à “isoterma”
cŕıtica (λ = λc).
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