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3¢ Série de Exercicios

1. Considere uma caminhada unidimensional aleatdria isotrépica numa
rede de NN sitios com condigoes de contorno periddicas. A particula
estd na origem no instante inicial.

a) Mostre que a probabilidade de que a particula esteja na posigao n
apos ¢ passos é dada por

1 .
Py(n) = N > (cosk)‘e™™,
k

com k=2rj/N,7=0,1,2,... N — 1.

b) Transformando a soma acima numa integral sobre k, mostre que no
limite £ > 1 a distribuicao de probabilidades ¢ dada por uma gaussiana,
ou seja

Py(n) ~ (20) Y2 exp(—n?/20).

2. Uma cadeia é constituida por uma sucessao de trés tipos de atomos (A,
B e C). Dois 4tomos de um mesmo tipo nunca sao primeiros vizinhos.
Um dtomo B sucede um dtomo A com probabilidade 1/3 e um atomo A
sucede um atomo B com a mesma probabilidade. Um atomo A sucede
um atomo C com probabilidade 1.

a) Construa a matriz estocdstica que descreve este modelo.

b) Obtenha a probabilidade de cada dtomo P(A), P(B) e P(C) no
estado estacionario, bem como as probabilidades dos possiveis pares de
atomos primeiros vizinhos neste mesmo estado.

¢) Usando o método algébrico, determine a probabilidade de cada
atomo ser encontrado no instante ¢, dado que no instante inicial temos
Py(A) =1e Py(B) = Py(C) = 0. Mostre que as probabilidades tendem
aos valores estaciondarios no limite ¢ — oo.



3. Use o método da fungao geratriz para determinar a solucao da equagao
mestra correspondente ao modelo das urnas de Ehrenfest.

4. A matriz de evolucao associada a uma cadeia de Markov de um sistema
de dois estados é dada por

W:<—bb jq).

Assim, a taxa de transicao de processo 1 — 2 é b e a do processo inverso
éq.
a) Determine as poténcias W* e obtenha as matrizes et e (21 — W)=,

Com essas matrizes, determine o vetor probabilidade P(t) e sua trans-
formada de Laplace P(z), adotando como condigao inicial

mm=<£>.

Determine P(oc0) diretamente e também a partir da transformada de
Laplace.

b) Trate o modelo de forma perturbativa usando W = Wy + AV, com

1 1
I%:b<1 4)’
0 1
v=(o 4)

e A = q —b. Obtenha o vetor de probabilidade estacionario P como
série de poténcias em \. Some a série e compare com o resultado do
item a.

5. Considere uma extensao do modelo do votante majoritario na rede
quadrada. Um individuo no sitio ¢ pode agir de forma independente
dos seus vizinhos com probabilidade p e com a probabilidade comple-
mentar 1 — p ele segue a regra usual do modelo. Assim, com proba-
bilidade p o individuo escolhe com igual probabilidade umas das duas
opinioes possiveis, e em caso contrario ele segue a maioria dos seus
vizinhos com probabilidade 1 — ¢ e a minoria com probabilidade q.
Considerando a aproximacao de campo médio simples, escreva a taxa
de transicao w;(o), e determine a equacao diferencial para a evolugao
da magnetizacao por spin. Ache a solu¢ao dependente do tempo m(t),
assim como a solugao estacionaria m*. Vocé deve verificar que o modelo



ainda exibe a transicao de fase ordem-desordem, e entao determine o
expoente critico # e compare esse expoente com o valor obtido no mod-
elo do votante majoritario original. Encontre também a dependéncia de
¢. com p, verificando se o valor ¢, = 1/6 é recuperado para p = 0. Para
quais valores de p a transicao deixa de existir? Considerando todos os
seus resultados, faca um esboco do diagrama de fases do modelo no
plano ¢. contra p. Qual a natureza das fases que esse diagrama separa?

. Considere o processo de contato com uma taxa adicional de criagao
espontanea de particulas h.

a) Escreva a equagdo mestra para o modelo.

b) Obtenha a equagao para a densidade de particulas p na aproximagao
de campo médio de um sitio.

c¢) Obtenha p(A, h) no estado estacionério, construindo o gréfico de p(\)
para alguns valores pequenos de h.

d) Considere p(A = A, h) para valores pequenos de h e obtenha o
expoente critico  na aproximacao de campo médio. Observe que se
trata do expoente 0 estatico, ou seja, o que corresponde a “isoterma”
critica (A = A.).



